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Abstract
For the ill-posed problem of the inversion source term and the initial value of the time fractional diffusion equation, this paper uses 
the unstable Tikhonov iterative regularization method to deal with this problem. Then we give the uniqueness result of understanding 
and the regularization parameter selection method of the corresponding method and its error analysis. Finally, the effectiveness and 
stability of the method are verified by numerical examples with different noise levels and different fractional orders.
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摘　要

针对时间分数阶扩散方程反演源项和初值的不适定问题，本文针对这一问题和其不适定性运用非稳态的Tikhonov迭代正则
化方法来处理。然后给出了解的唯一性结果以及相应方法的正则化参数选取法及其误差分析。最后，通过不同噪音水平和
不同分数阶的数值例子验证了该方法的有效性和稳定性。
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1 引言

近年来，分数阶扩散方程在物理，化学与生物化学，

系统生物学，医学，金融等多个领域的成功应用引起了人们

的广泛关注。目前，很多与时间分数阶扩散方程有关的反问

题已被广泛研究，且取得了一些显著性的成果，尤其是对于

阶数 0<α<1 的情形。文献 [1] 给出了一个带有非稳定解的

时间分数阶抛物型方程的新型数值算法，文献 [2,3] 给出了

时间分数阶扩散方程未知源项的识别问题。过去几十年人们

都集中于单项反演的问题，近年来基于实际问题的应用，对

于多项反演的问题也取得了一些成果。2017 年，文献 [4] 给

出了系数识别问题即用终端时刻的数据同时反演零阶项系

数和分数次阶数。文献 [5] 给出了通过边界数据的测量值同

时反演两个初值，即初始边界值以及初始温度的问题。本文

将用非稳态的 Tikhonov 迭代正则化方法来考虑时间分数阶

扩散方程带系数源项和初值同时识别的问题。

2 预备理论及引理

本文考虑通过两个时刻的测量数据来同时反演时间分

数阶扩散方程带系数源项和初值的问题 . 设是一个边界足够

光滑的有界开区域，考虑以下带有 Dirichlet 齐次边界条件

的时间分数阶扩散方程 :
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题.设Ω ∈ Rd是一个边界足够光滑的有界开区域，考虑以下带有 Dirichlet 齐次边界条件的时间分

数阶扩散方程:
∂αu(x, t)
∂tα

+ Lu(x, t) = q(x)f(x), (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T),

u(x, t)|∂Ω = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T),

u(x, t) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω.
（1）

其中 q(x)(t)为与 x有关的源项的系数，0 < α<1，∂αu(x,t) ∂tα是α阶的 Caputo分数阶导数，L是

一个一致椭圆算子，其定义为

Lu(x) =
i=1

d
∂
∂xi

(
i=1

d

aij(x)
∂
∂xj

u(x)� )+ c(x)u(x), x ∈ Ω,�

这里，系数满足以下条件：

aij = aji，1 ≤ i,j≤ d，aij ∈ C1(Ω�)，c(x) ∈ C(Ω�)，c(x) ≥0，∀x ∈ Ω�，v i
d ξi

2 ≤ i,j=1
d aij� (x)ξiξj，ξ ∈ ℝd�

，其中常量 v>0，∂αu(x,t) ∂tα定义为

∂αu(x,t)
∂tα

= 1
Γ(1−α) 0

t (t − η)−α ∂u
∂η

dη� ，0 < α <1，

其中Γ(1 − α)是 Gamma函数。

在模型（1）中，若 f(x)和ϕ(x)是已知的，则可以通过边界条件及其它已知信息来求解得到

u(x, t)(tϵ(0, T])，本文将要通过额外的测量数据 u(x, T1)，u(x, T2)来反演源项 f(x)和初值ϕ(x)。由

于在实际测量中存在一定的测量误差，记测量数据g1 ≈ u(x, T1)，g2 ≈ u(x, T2)，它的噪音数据为

g1
δ和g2

δ，假设测量数据和噪音数据都属于L2(Ω)，并且满足以下关系式：

g1
δ − g1 ≤ δ， g2

δ − g2 ≤ δ
这里的 ∙ 是L2(R)上的范数，且常数δ > 0 是误差水平。根据问题（1）的线性性质，可以将其分

为两个子问题：

1(, )


+ 1(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

1(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

1(, ) = 0,  ∈ �.

（2）

2(, )


+ 2(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

2(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

2(, ) = (),  ∈ �.

（3）
因此，问题(1)的解为(,t) = 1 ,  + 2(, )。

                                                                   （1）
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题.设Ω ∈ Rd是一个边界足够光滑的有界开区域，考虑以下带有 Dirichlet 齐次边界条件的时间分

数阶扩散方程:
∂αu(x, t)
∂tα

+ Lu(x, t) = q(x)f(x), (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T),

u(x, t)|∂Ω = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T),

u(x, t) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω.
（1）

其中 q(x)(t)为与 x有关的源项的系数，0 < α<1，∂αu(x,t) ∂tα是α阶的 Caputo分数阶导数，L是

一个一致椭圆算子，其定义为

Lu(x) =
i=1

d
∂
∂xi

(
i=1

d

aij(x)
∂
∂xj

u(x)� )+ c(x)u(x), x ∈ Ω,�

这里，系数满足以下条件：

aij = aji，1 ≤ i,j≤ d，aij ∈ C1(Ω�)，c(x) ∈ C(Ω�)，c(x) ≥0，∀x ∈ Ω�，v i
d ξi

2 ≤ i,j=1
d aij� (x)ξiξj，ξ ∈ ℝd�

，其中常量 v>0，∂αu(x,t) ∂tα定义为

∂αu(x,t)
∂tα

= 1
Γ(1−α) 0

t (t − η)−α ∂u
∂η

dη� ，0 < α <1，

其中Γ(1 − α)是 Gamma函数。

在模型（1）中，若 f(x)和ϕ(x)是已知的，则可以通过边界条件及其它已知信息来求解得到

u(x, t)(tϵ(0, T])，本文将要通过额外的测量数据 u(x, T1)，u(x, T2)来反演源项 f(x)和初值ϕ(x)。由

于在实际测量中存在一定的测量误差，记测量数据g1 ≈ u(x, T1)，g2 ≈ u(x, T2)，它的噪音数据为

g1
δ和g2

δ，假设测量数据和噪音数据都属于L2(Ω)，并且满足以下关系式：

g1
δ − g1 ≤ δ， g2

δ − g2 ≤ δ
这里的 ∙ 是L2(R)上的范数，且常数δ > 0 是误差水平。根据问题（1）的线性性质，可以将其分

为两个子问题：

1(, )


+ 1(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

1(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

1(, ) = 0,  ∈ �.

（2）

2(, )


+ 2(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

2(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

2(, ) = (),  ∈ �.

（3）
因此，问题(1)的解为(,t) = 1 ,  + 2(, )。

来反演源项 f(x)
和 φ(x) 初值。由于在实际测量中存在一定的测量误差，记

测量数据
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u(x, t)|∂Ω = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T),

u(x, t) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω.
（1）

其中 q(x)(t)为与 x有关的源项的系数，0 < α<1，∂αu(x,t) ∂tα是α阶的 Caputo分数阶导数，L是

一个一致椭圆算子，其定义为
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d
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∂xi

(
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aij(x)
∂
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u(x)� )+ c(x)u(x), x ∈ Ω,�

这里，系数满足以下条件：

aij = aji，1 ≤ i,j≤ d，aij ∈ C1(Ω�)，c(x) ∈ C(Ω�)，c(x) ≥0，∀x ∈ Ω�，v i
d ξi

2 ≤ i,j=1
d aij� (x)ξiξj，ξ ∈ ℝd�

，其中常量 v>0，∂αu(x,t) ∂tα定义为

∂αu(x,t)
∂tα

= 1
Γ(1−α) 0

t (t − η)−α ∂u
∂η

dη� ，0 < α <1，

其中Γ(1 − α)是 Gamma函数。

在模型（1）中，若 f(x)和ϕ(x)是已知的，则可以通过边界条件及其它已知信息来求解得到

u(x, t)(tϵ(0, T])，本文将要通过额外的测量数据 u(x, T1)，u(x, T2)来反演源项 f(x)和初值ϕ(x)。由

于在实际测量中存在一定的测量误差，记测量数据g1 ≈ u(x, T1)，g2 ≈ u(x, T2)，它的噪音数据为

g1
δ和g2

δ，假设测量数据和噪音数据都属于L2(Ω)，并且满足以下关系式：

g1
δ − g1 ≤ δ， g2

δ − g2 ≤ δ
这里的 ∙ 是L2(R)上的范数，且常数δ > 0 是误差水平。根据问题（1）的线性性质，可以将其分

为两个子问题：

1(, )


+ 1(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

1(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

1(, ) = 0,  ∈ �.

（2）

2(, )


+ 2(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

2(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

2(, ) = (),  ∈ �.

（3）
因此，问题(1)的解为(,t) = 1 ,  + 2(, )。

，它的噪音数据为

2

本文考虑通过两个时刻的测量数据来同时反演时间分数阶扩散方程带系数源项和初值的问

题.设Ω ∈ Rd是一个边界足够光滑的有界开区域，考虑以下带有 Dirichlet 齐次边界条件的时间分

数阶扩散方程:
∂αu(x, t)
∂tα
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（1）

其中 q(x)(t)为与 x有关的源项的系数，0 < α<1，∂αu(x,t) ∂tα是α阶的 Caputo分数阶导数，L是
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这里，系数满足以下条件：

aij = aji，1 ≤ i,j≤ d，aij ∈ C1(Ω�)，c(x) ∈ C(Ω�)，c(x) ≥0，∀x ∈ Ω�，v i
d ξi

2 ≤ i,j=1
d aij� (x)ξiξj，ξ ∈ ℝd�

，其中常量 v>0，∂αu(x,t) ∂tα定义为

∂αu(x,t)
∂tα

= 1
Γ(1−α) 0

t (t − η)−α ∂u
∂η

dη� ，0 < α <1，

其中Γ(1 − α)是 Gamma函数。

在模型（1）中，若 f(x)和ϕ(x)是已知的，则可以通过边界条件及其它已知信息来求解得到

u(x, t)(tϵ(0, T])，本文将要通过额外的测量数据 u(x, T1)，u(x, T2)来反演源项 f(x)和初值ϕ(x)。由

于在实际测量中存在一定的测量误差，记测量数据g1 ≈ u(x, T1)，g2 ≈ u(x, T2)，它的噪音数据为

g1
δ和g2

δ，假设测量数据和噪音数据都属于L2(Ω)，并且满足以下关系式：

g1
δ − g1 ≤ δ， g2

δ − g2 ≤ δ
这里的 ∙ 是L2(R)上的范数，且常数δ > 0 是误差水平。根据问题（1）的线性性质，可以将其分

为两个子问题：

1(, )


+ 1(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

1(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

1(, ) = 0,  ∈ �.

（2）
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+ 2(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

2(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

2(, ) = (),  ∈ �.

（3）
因此，问题(1)的解为(,t) = 1 ,  + 2(, )。

，假设测量数据和噪音数据都属于
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（1）

其中 q(x)(t)为与 x有关的源项的系数，0 < α<1，∂αu(x,t) ∂tα是α阶的 Caputo分数阶导数，L是
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∂
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这里，系数满足以下条件：

aij = aji，1 ≤ i,j≤ d，aij ∈ C1(Ω�)，c(x) ∈ C(Ω�)，c(x) ≥0，∀x ∈ Ω�，v i
d ξi

2 ≤ i,j=1
d aij� (x)ξiξj，ξ ∈ ℝd�

，其中常量 v>0，∂αu(x,t) ∂tα定义为

∂αu(x,t)
∂tα

= 1
Γ(1−α) 0

t (t − η)−α ∂u
∂η

dη� ，0 < α <1，

其中Γ(1 − α)是 Gamma函数。

在模型（1）中，若 f(x)和ϕ(x)是已知的，则可以通过边界条件及其它已知信息来求解得到

u(x, t)(tϵ(0, T])，本文将要通过额外的测量数据 u(x, T1)，u(x, T2)来反演源项 f(x)和初值ϕ(x)。由

于在实际测量中存在一定的测量误差，记测量数据g1 ≈ u(x, T1)，g2 ≈ u(x, T2)，它的噪音数据为

g1
δ和g2

δ，假设测量数据和噪音数据都属于L2(Ω)，并且满足以下关系式：

g1
δ − g1 ≤ δ， g2

δ − g2 ≤ δ
这里的 ∙ 是L2(R)上的范数，且常数δ > 0 是误差水平。根据问题（1）的线性性质，可以将其分

为两个子问题：

1(, )


+ 1(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

1(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

1(, ) = 0,  ∈ �.

（2）

2(, )


+ 2(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

2(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

2(, ) = (),  ∈ �.

（3）
因此，问题(1)的解为(,t) = 1 ,  + 2(, )。

，并且满足以下关

系式：
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其中Γ(1 − α)是 Gamma函数。

在模型（1）中，若 f(x)和ϕ(x)是已知的，则可以通过边界条件及其它已知信息来求解得到
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δ，假设测量数据和噪音数据都属于L2(Ω)，并且满足以下关系式：

g1
δ − g1 ≤ δ， g2

δ − g2 ≤ δ
这里的 ∙ 是L2(R)上的范数，且常数δ > 0 是误差水平。根据问题（1）的线性性质，可以将其分

为两个子问题：

1(, )


+ 1(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),
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因此，问题(1)的解为(,t) = 1 ,  + 2(, )。

上的范数，且常数
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本文考虑通过两个时刻的测量数据来同时反演时间分数阶扩散方程带系数源项和初值的问

题.设Ω ∈ Rd是一个边界足够光滑的有界开区域，考虑以下带有 Dirichlet 齐次边界条件的时间分

数阶扩散方程:
∂αu(x, t)
∂tα

+ Lu(x, t) = q(x)f(x), (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T),

u(x, t)|∂Ω = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T),

u(x, t) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω.
（1）

其中 q(x)(t)为与 x有关的源项的系数，0 < α<1，∂αu(x,t) ∂tα是α阶的 Caputo分数阶导数，L是

一个一致椭圆算子，其定义为

Lu(x) =
i=1

d
∂
∂xi

(
i=1

d

aij(x)
∂
∂xj

u(x)� )+ c(x)u(x), x ∈ Ω,�

这里，系数满足以下条件：

aij = aji，1 ≤ i,j≤ d，aij ∈ C1(Ω�)，c(x) ∈ C(Ω�)，c(x) ≥0，∀x ∈ Ω�，v i
d ξi

2 ≤ i,j=1
d aij� (x)ξiξj，ξ ∈ ℝd�

，其中常量 v>0，∂αu(x,t) ∂tα定义为

∂αu(x,t)
∂tα

= 1
Γ(1−α) 0

t (t − η)−α ∂u
∂η

dη� ，0 < α <1，

其中Γ(1 − α)是 Gamma函数。

在模型（1）中，若 f(x)和ϕ(x)是已知的，则可以通过边界条件及其它已知信息来求解得到

u(x, t)(tϵ(0, T])，本文将要通过额外的测量数据 u(x, T1)，u(x, T2)来反演源项 f(x)和初值ϕ(x)。由

于在实际测量中存在一定的测量误差，记测量数据g1 ≈ u(x, T1)，g2 ≈ u(x, T2)，它的噪音数据为

g1
δ和g2

δ，假设测量数据和噪音数据都属于L2(Ω)，并且满足以下关系式：

g1
δ − g1 ≤ δ， g2

δ − g2 ≤ δ
这里的 ∙ 是L2(R)上的范数，且常数δ > 0 是误差水平。根据问题（1）的线性性质，可以将其分

为两个子问题：

1(, )


+ 1(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),

1(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

1(, ) = 0,  ∈ �.
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2(, )|� = 0, (, ) ∈ � × (0,),

2(, ) = (),  ∈ �.

（3）
因此，问题(1)的解为(,t) = 1 ,  + 2(, )。
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因此，问题 (1) 的解为
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其中Γ(1 − α)是 Gamma函数。

在模型（1）中，若 f(x)和ϕ(x)是已知的，则可以通过边界条件及其它已知信息来求解得到
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δ − g1 ≤ δ， g2

δ − g2 ≤ δ
这里的 ∙ 是L2(R)上的范数，且常数δ > 0 是误差水平。根据问题（1）的线性性质，可以将其分

为两个子问题：

1(, )


+ 1(, ) = ()(), (, ) ∈ � × (0, ),
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因此，问题(1)的解为(,t) = 1 ,  + 2(, )。。

将算子 L 的特征值记为

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)


� ()，

2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则

 ≤ CE
2

P+2( g1 + ( T2
T1
) g2 )

2
p+2，

 ≤ CE
2

P+2( g2 + 1
1−E,1(−1T1

)
g1 )

2
p+2.

4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
=1

∞


1 − ,1( − )


� ()， = 1,2

(2,())() =
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∞
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
� ()， = 1,2

，其相应的特征函数记为

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)


� ()，

2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则

 ≤ CE
2

P+2( g1 + ( T2
T1
) g2 )

2
p+2，

 ≤ CE
2

P+2( g2 + 1
1−E,1(−1T1

)
g1 )

2
p+2.

4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
=1

∞


1 − ,1( − )


� ()， = 1,2

(2,())() =
=1

∞
1 − ,1( − )


� ()， = 1,2

，这意味着

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
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∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：
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将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法
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，参考文献 [9]，
则有

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
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∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：
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序列

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
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
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2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
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的正交基。

定义 1 对于 θ ∈ R，定义一个由算子 L 引入的 Hilbert

空间

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法
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如下
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将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1
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(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法
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
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，

其范数为

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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由变分原理和文献 [9]，可得到问题 (2) 和 (3) 的正问题

解为

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：
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其中

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
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3 解的唯一性分析

定 理 1[9] 令

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：
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， 假 设

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：
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3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1
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(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：
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3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)


� ()，

2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则

 ≤ CE
2

P+2( g1 + ( T2
T1
) g2 )

2
p+2，

 ≤ CE
2

P+2( g2 + 1
1−E,1(−1T1

)
g1 )

2
p+2.
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3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法
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3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
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1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
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2)θ (b,φn) 2� )

1
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其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)


� ()，

2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
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�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E
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1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
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�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E
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1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，
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1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有
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n→∞
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( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
=1

∞
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� ()， = 1,2

定理 3[9] 对于

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)


� ()，

2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
=1

∞


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
� ()， = 1,2

，定义

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)

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2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
=1

∞
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，假设

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)


� ()，

2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
=1
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满

足（5），其中 p 是一个正整数，则

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)


� ()，

2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：
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4 非稳态的 Tikhonov 正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

3

将算子L的特征值记为λnϵ，其相应的特征函数记为φn(x)ϵH2(Ω) ∩ H0
1(Ω)，这意味着Lφn =

λnφn，参考文献[9]，则有

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λn ≤ ⋯， lim
n→∞

λn =+∞，

序列 φn nϵN是L2(Ω)的正交基。

定义 1 对于θϵR，定义一个由算子 L引入的 Hilbert空间 D((L)θ)如下

D((L)θ) = χϵL2(Ω): ( n=1
+∞ λn

2θ λ,φn
2� )

1
2 < ∞ ，

其范数为

b D((L)θ) = (
n=1

∞

(1 + λn
2)θ (b,φn) 2� )

1
2，bϵD((L)θ)

由变分原理和文献[9]，可得到问题(2)和(3)的正问题解为

1 ,  = =1
∞ 

1−,1(−)
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2 ,  = =1
∞ ,1( − )∅()� ,

其中 = (,)，∅ = (∅,)， = (,)。
3 解的唯一性分析

定理 1[9] 令 0<T1 < T2 < T，0 < α <1，假设 uϵC([0, T]; L2(Ω)) ∩ C((0,T];H2(Ω) ∩
H0

1(Ω))是满足问题（1）的解，源项 f(x)ϵL2(Ω)，初值ϕ(x)ϵL2(Ω)。如果 u(x, T1) =
u(x, T2) ≡0在Ω上成立，q(x) ≠ 1，则可以得到在L2(Ω)中，

f = ϕ=0 （4）
定理 2[9] 如果和 ∈ ((L))满足先验界条件

�{ q( ∙ )f( ∙ ) D((L)P), ( ∙ ) D((L)P)} ≤ E, （5）

其中 p是一个非负常量，则可以得到对于任意的 > 0，
( ∙ , t) ∈ D((L)p+1)， u( ∙ , t) D((L)+1) ≤ (1 + C/t)E

定理 3[9] 对于 = 1,2，定义g = u( ∙ , Ti)，假设, ∈ (())满足（5），其中 p是一个正整数，

则
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4 非稳态的 Tikhonov正则化方法

根据子问题（2）和（3）定义以下四个线性算子：

(1,())() =
=1

∞


1 − ,1( − )
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4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2
ϕ− ϕk

D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
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是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令
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最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
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下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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其中，
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δ
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2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
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2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN
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（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ
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 + δ

 （8）
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其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，
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 − (,2;,)，
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(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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其中，
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令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，
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的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 
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本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：
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其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2
ϕ− ϕk

D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为
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本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1
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(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2
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δ
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δ
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2
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2

+
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2
ϕ− ϕk

D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）
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 + δ

 （8）
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其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，
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 − (,1; ,)，2 = 2
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的两个

基函数集合，令 
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(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

，

其 中
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(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
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K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1
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2 ϕ− ϕk
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
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(,1;,) − 1
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+
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( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
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（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ
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(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为
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其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
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(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，
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δ
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δ
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2 +
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，
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D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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 + δ
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
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(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，
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δ
L2(0,T;Ω)
2 +
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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 − (,2;,)，

，记

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

为正问题的唯一解。
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基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小

值问题

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2

+ Φ� − Φ�k
(())
2

)

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

（6）

最小值记为

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2

+ K2(qf,ϕ) − g2
δ

L2(0,T;Ω)
2

+
μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2
ϕ− ϕk

D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2

+ Φ� − Φ�k
(())
2

)

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1
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其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，
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本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。
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() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

分

别 缩 写 为

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

。 由

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

对

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2
ϕ− ϕk

D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

的线性展式，得到

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

（7）

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2

+ K2(qf,ϕ) − g2
δ

L2(0,T;Ω)
2

+
μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题
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f,ϕϵRN
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2
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2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为
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2
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其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

（8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
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+
μk+1

2
ϕ− ϕk

D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
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(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
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(,2;,) − 2
()
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+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2

+ Φ� − Φ�k
(())
2

)

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）
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 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为
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+ 1
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2
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2
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2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2
ϕ− ϕk

D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()
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(,2;,) − 2
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2 + Φ� − Φ�k

(())
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（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
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其中，
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令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，
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(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2
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δ
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2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
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2 +
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这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
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(,1;,) − 1
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（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2
ϕ− ϕk

D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为
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2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

其中，

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
− (1

() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2

+ 2
− (2

() −

(,2; ,) 2 + +1
2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，

，

令

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （7）

(,1; + δ,+ δ)=(,1;,)+ 
 + δ

 （8）

通过（7）和（8），以上最小化问题转化为

min
δf,δϕϵRN

1
2
�1

+ 1
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() − (,1; ,))
2
+ 1

2
�2
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2
� + +1

2
�

其中，

A = ((φi,φj)D((L)θ))N×N，B = ((ψi,ψj)D((L)θ))N×N，

令 p=(, ,)，δp=(q,δ, δ)∈ ℝ2N，

1 = 1
 − (,1; ,)，2 = 2

 − (,2;,)，
，

4

(1(�,)) = (1,1(�))() + 2,1())() = 1()
(2(�,)) = (1,2(�))() + 2,2())() = 2()

本节利用非稳态的 Tikhonov正则化方法通过两个时刻的测量数据 u(x, T1)和
u(x, T2)来同时反演带系数源项和初值。首先给定初始状态的0�0和0，记第 k 步迭代时的值为

�和，则第 k+1步的迭代值由以下变分问题得到：

(+1�+1,+1) = Arg{f∈D((L)θ),ϕ∈D((L)θ)}min J(qf,ϕ)，

其中，

J(qf,ϕ) =
1
2

K1(qf,ϕ) − g1
δ

L2(0,T;Ω)
2 + K2(qf,ϕ) − g2

δ
L2(0,T;Ω)
2 +

μk+1

2
qf − fk

D((L)θ)
2

+
μk+1

2 ϕ− ϕk
D((L)θ)
2

这里+1 > 0 是第 k+1步得到的正则值，1
和2

是1和2的噪音数据。

下面本文用一个有限维估计算法来求解以上变分问题 假设(φn(x)，n = 1,2,⋯∞)和
(()， = 1,2,⋯∞)是在 D((L)θ)的两个基函数集合，令

q(x)f(x) ≈ q�(x)f�(x) = n=1
N fnφn(x)� ，ϕ(x) ≈ ϕ�(x) = n=1

N ϕnψn(x)� ，

其中，N ∈ ℕ，q� x ，f�(x)和ϕ�(x)分别为估计值，fn和ϕn(n = 1,2,⋯N)是 f(x)与ϕ(x)的 Fourier系
数，设ΦN = span{φ1,φ2,⋯φn}，ΨN = span{ψ1,ψ2,⋯ψn}和两个 N维向量 = (f1, f2,⋯, fN)， =
(ψ1,ψ2,⋯,ψN) ∈ ℝN，记 u(x, t; ,) = u(x, t; q�(x)f�(x),ϕ�(x))为正问题的唯一解。

基于以上的讨论，可以将这个反问题演化为下述最小值问题

min
f,ϕϵRN

1
2

(,1;,) − 1
()

2(0,;) +
1
2

(,2;,) − 2
()

2(0,;)

+
+1

2
( q�f� − f�k

(())
2 + Φ� − Φ�k

(())
2 )

（6）

最小值记为（++1,+1）,对于每一个 k，和的扰动值为δ和δ，为方便起见，记，

，δ，δ分别缩写为，，δ，。由(, ;  + δ,+ δ)对（,）的线性展式，得到
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。

为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，

通过以下 Euler 方程求解

5

1 =




 ，1 =





 ，D = A 0

0 B 2N×2N
。

上述最小化问题的求解等价于求解以下问题：

min
δf,δϕϵRN

1
2

�1 −1
2 +

1
2

2 −2
2 +

+1

2
�� +

+1

2
�
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。

噪音水平 δ分别为 0%，0.1%，0.3%。

图 1 和图 2 展示了在分数阶 a=0.3 和 0.5 的情况下，不

同噪声水平 =0%，0.1%，0.3% 的精确解和数值解。数值结

果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。

可以看出，所提出的方法给出了精确的数值重建。

                                      （a）初值                                                                                          （b）源项
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。
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                                       （a）初值                                                                                    （b）源项

图 2 
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上述最小化问题的求解等价于求解以下问题：

min
δf,δϕϵRN
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为了求解以上最小泛函，可利用变分原理和矩阵操作，通过以下 Euler方程求解

(μD + G1 + G2)δp=1 + 2，

这里1 = ((1,1)2(0,;))2×2，2 = ((2,2)2(0,;))2×2，1 =
((1,1)2(0,;))2×1，2 = ((2,2)2(0,;))2×1，

经过以上的推导，得到迭代方程

�+1 = � + �，k = 1,2,⋯，

5 数值实验

本节中，为了验证迭代算法的有效性和可行性，给出了一个在不同噪声水平下的数值结果，

计算结果都在Matlab中得出。由于实际问题中测量误差是不可避免的，所以本文给定第 k步迭

代的残差计算公式

 = (,1; �,) − 1
() 2(0,;) + (,2; �,) − 2

() 2(0,;)

其中δ为测量数据和真实数据之间的噪声水平，1
 = 1 + 1 ∙  2��(�(1)) − 1 ，2

 =
2 + 2∙ ∙ 2��(�(2)) − 1 。选取正则化参数满足以下条件

+1 = 0,  = 0,1,2,⋯,
这里0 > 0，0 < r < 1。取正则化参数0 = 0.01， = 0.2，在下图中将给出 = 0.3，0.5 的数值

解和精确解的拟合情况。在此，取两个固定时刻分别为1 = 0.01，2 = 0.5，噪音水平分别为

0%，0.1%，0.3%。

（a）初值 （b）源项

图 1  = 0.3，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

（a）初值 （b）源项

图 2  = 0.5，1 = 0.01，2 = 0.5 时的情况

图 1和图 2展示了在分数阶 a=0.3和 0.5的情况下，不同噪声水平=0%，0.1%，0.3%的精

确解和数值解。数值结果表明，由于规律性的差异，初值的重构比源项更令人满意。可以看出，

所提出的方法给出了精确的数值重建。

时的情况


